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|. PROPORCIO AURIA | SUCCESSIO DE FIBONACCI

1. La proporci6 auria?

La proporcié auria €s una relacio especifica entre dos , a X b .
segments: la suma dels dos segments entre el més “~ ~ —
llarg ha de ser igual al quocient del més llarg entre el _ at+b _
athistoaasaistob
a+b a auria entre els segments.
=== a i b. FONT: WIkimedia
a b Commons.

Per coneixer el valor @ d’ambdds quocients, posem com a la longitud del
segment més curt 1 i x per a l'altre. La rad auria es complira quan:

1+x X ., , . ., )
—= 1 expressié que dona lloc a la segiient equacio de 2n grau:
X

1++/5

x?- x-1=0, que compta amb X :T:j »1.618 com a solucié positiva.

Aquest valor correspon al nombre d'or, representat per la lletra fi (®). A nivell
matematic, és un nombre ben famaos, no sols per solucionar I'equacio anterior,

sind també per reunir una serie de propietats sorprenents:

P> =P +1
¢-1:i® <D:1+i® d=1+1+ 1
0} (0} 1+ 1
1
1+
1
1+
1
1+
1
1+ =
1
1+ =
1+ 1
1+...
-1

O=1+0® ® =\/1+\/1+\/1+\/1+\/1+\/1+\/1+m
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1.1. Relacié amb cossos geometrics

Fins ara hem donat explicacions per entendre la proporcié d’or (denominada
amb diverses expressions al llarg de la historia: divina proporcid, proporcio
santa, proporcié auria, etc.) només amb segments. Tot seguit, anirem un pas

més enlla i relacionarem el nombre d’or amb figures geometriques.

1.1.1. Triangle auri
Existeixen molts tipus de triangles en la geometria: segons la mida dels seus
costats, distingim [l'equilater, l'isosceles i I'escalé. Analitzarem en quins

d’aquests és possible trobar relacions de &.

En l'equilater, com els costats sempre amiden el mateix, la relacié entre

aquests és 1, aixi que no és possible un triangle equilater d’or.

En el triangle escale, podriem trobar ® en una

relacid entre dos costats, pero el tercer costat

podria tenir diferents longituds depenent dels

38%10°13" angles interns del triangle. La figura 2 mostra

VP un exemple de triangle d’or (rectangle escale).

510 49 47" 907 . - , :
f/ En el cas del triangle isosceles, només tenim

1 una possibilitat on el segment més petit es pren
Figura 2. El triangle de Kepler com a unitat i els altres dos (iguals i més llargs),

“Amigos de la Egiptologia’. 5s peti
a “Amigos de la Egiptologia com a ® cops el més petit.

Si construim un nou triangle isosceles considerant

@ el valor del costat repetit, el costat restant amida
®>=d+1. A la figura 3, s’observen les dues

construccions de triangles isosceles d'or. L'angle

Figura 3. Dos triangles @coloritamb vermell no €s un angle qualsevol, sind

isosceles els costats dels quals
es relacionen mitjancant &.
FONT: Wikimedia Commons.

gue manté relacié amb el nombre d'or:

g=cos* L =P - 360,
2 5
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1.1.2. Rectangle auri A . 1 .8 E

Euclides proposa a “Els elements” una
forma grafica de trobar la seccié auria,
que té com a resultat final un rectangle
auri. Partint d’'un quadrat de costat 2,

tracem un segment d’'un punt mig de

R s . s F
qualsevol costat a un vertex la distancia = 2

Figura 4. El rectangle auri. FONT:
Wikimedia Commons.

prenem com a centre el punt mig del costat seleccionat i com a radi el segment

al qual sigui J5. Amb un compas,

representat des d’aquest fins al vertex, i dibuixem un arc que indicara fins on
cal allargar dos dels costats del quadrat inicial per arribar al rectangle auri. Ara

ja tenim un rectangle on la relaci6 entre els costats és la divina proporcié.

1.1.3. Pentagon

Es possible que algi es pregunti per qué no titulem aquest apartat “Pentagon
auri”, com hem fet amb els dos poligons anteriors. Doncs bé, aquesta es
modificaci6 ve donada perque el pentagon no requereix unes dimensions
especials per ser d'or: conté la proporcié divina entre els seus costats per

naturalesa.

Si seleccionem 3 vertexs consecutius d’'un

pentagon regular, ® és el resultat de dividir la
distancia d’'un dels tres vertexs al que esta
més lluny entre la distancia d’aquest al vertex
més proper. Per veure-ho més clar, observem

la figura de la dreta, on es presenta una
vermell _verd _  blau

pentalfa. = =
verd blau magenta

=0

A més a més de les relacions amb els costats, Figura 5. Relacions auries entre els
costats d'una pentalfa. FONT:

el pentagon també amaga el triangle d’or. Wikimedia Commons.
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1.1.4. Espiral auria

La construccié de I'espiral auria requereix I'Us del rectangle auri. Si formem

rectangles d’or interns cada cop més petits i unim els vertexs, ens apareixera

una espiral.

Figura 6. Construccio de I'espiral auria a partir d’infinits rectangles auris. FONT: Elaboracié

propia.

2. Successio de Fibonacci

0 1 2 3 4 5 6
W Y M H W
R

H %

Y M B

W

Y H H

J,;,

» %

8

™ 0o 1 1 2 3 5

Figura 7. Soluci6é per als sis primers
mesos del problema dels conills
proposat per Fibonacci. FONT:

Wikimedia Commons.

Leonardo de Pisa (més conegut com a
Fibonacci) fou un matematic italia del segle
X1l que va deixar en heréncia una successio
de queé avui encara seguim parlant. Tot i que
se li atribueix a ell, altres matematics indis ja

I’havien descoberta abans.

Leonardo es va servir d’'un problema de cria
de conills per ajudar a explicar aquesta
successio. Deia aixi: "Quants conills neixen
d’'una parella de conills al cap d’'un any, si
pareixen un cop al mes i poden fer-ho dos

mesos després de ser nascuts?”.
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La solucid, mostrada a la figura 7 per als primers mesos, coincideix amb els
primers valors de la successié de Fibonacci, on cada nombre és la suma dels
dos anteriors: {1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 134...}. Aquesta successio tan
senzilla presenta unes propietats ben curioses. En aquest treball, interessa
especialment relacionar-la amb el nombre d’or. Si dividim un nombre de la serie
entre el que el precedeix, el quocient obtingut s’aproxima a ®. Aquesta
observacié adquireix més definici6 a mesura que els valors seleccionats

pertanyen a posicions molt elevades, de manera que ® apareix com a limit de

la divisié entre un valor n de la successio i el valor n — 1. Aixi: I|m—1 =o.
ne¥ N -

Altres propietats —menys transcendentals per al desenvolupament del nostre

treball, pero igualment sorprenents-, son les segients:

Si sumem cinc nombres consecutius de la successid, el resultat és el

nombre que ve immediatament després mes una unitat. Aixi:

Fn + Fn+1 + I:n+2 + I:n+3 + I:n+4 = F + 1

n+5

Si prenem 3 termes consecutius el quadrat del central es diferéncia en una

unitat del producte dels altres.

Tot seguit, farem una construcci6 geomeétrica. Comencem representant un
guadrat d’area 1 (primer nombre de Fibonacci), acompanyat d’'un altre quadrat
d'area 1 (segon nombre), de forma que tenim un rectangle d'1 x 2. Ara
annexionem al costat llarg un quadrat de 2 x 2 (tercer nombre) i obtenim un
rectangle de 2 x 3. Ajuntant un quadrat de 3 x 3, obtenim un rectangle de 3 x 5.
Podriem continuar infinitament. L’objectiu final és tracar una espiral que uneixi
els vertexs dels quadrats resultants. Es I'espiral d’or. Successio de Fibonacci i

proporcié divina signifiquen gairebé la mateixa cosa. Les matematiques...

Figura 8. Construccio de I'espiral
d'or a través dels nombres de la
successio de Fibonacci en un
documental de Cristébal Vila.
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3. Fi al cos huma: tractament dels resultats

Per motius de privacitat i confidencialitat amb els voluntaris fotografiats, les
seves fotografies no seran revelades en aquest treball. No obstant, podem
mostrar si les proporcions d’or es compleixen al cos d’'un dels autors del treball.

1. L'alcada total és ® vegades l'alcada fins al melic.

Figura 9. Pla general del cos.

2. L’alcada fins al melic és ® vegades la distancia del melic a la part inferior
del genoll.

Figura 10. Part inferior del cos.
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3. La longitud del brac és ® vegades la distancia entre les puntes dels dits i el

colze.

Figura 11. El colze és el punt @ si prenem com a segment la longitud del brag.
4. La longitud de l'avantbrac és ® vegades la distancia entre el colze i el

canell.

Figura 12. El canell és un punt ® si prenem com a segment la longitud de I'avantbragc.
5. Lalongitud de la ma és ® vegades la distancia entre el canell i el naixement
del dit del cor.

Figura 13. El naixement del dit mig és un punt ® si prenem com a segment la ma sencera.

6. La distancia del melic al cap és ® vegades la distancia del melic a les

espatlles.

Figura 14. Part superior del cos.
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7. Ladistancia del cap a les espatlles és ® vegades l'alcada del cap.

Figura 15. Pla de les espatlles cap amunt.

8. Les espatlles mesuren ® vegades la cintura.

Figura 16. Relacio auria entre les espatlles i la cintura.
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Il. FRACTALS

4. Monstres matematics

A finals del segle XIX, van sorgir diversos conjunts matematics de propietats
insolites, que desafiaven els fonaments de la geometria de I'época. Matematics
famosos s’escandalitzaven amb l'atreviment d’aquells conjunts i els rebutjaven
rotundament, titllant-los de monstres matematics. Charles Hermite, per
exemple, va qualificar de “plaga lamentable” la fascinacié expressada per
diversos matematics envers aquells conjunts que amenacaven la consisténcia

d’'una geometria que ningu havia questionat durant dos mil-lennis.

4.1. Conjunt de Cantor

El primer monstre matematic va apareixer de la ma de Georg F. L. P. Cantor
'any 1883. Parteix d’un segment de mida 1 u (unitat), que és dividit en 3
segments de mida 1/3 u. Es suprimeix el segment central (deixant tan sols els
seus extrems) i es repeteix la mateixa accié sobre els dos segments laterals
sorgits. Es a dir, els segments [0 ,1/3] i [2/3, 1] son dividits en 3 subsegments,
dels que és eliminat el central. Sobre els 4 segments laterals restants, seguim
aplicant la mateixa accio: els dividim en 3 segments de la mateixa mida i
n'extraiem el central. Aquest procés es repeteix infinitament i el conjunt de
Cantor és el resultat de portar-lo al limit. Al final, el conjunt queda format per

infinits punts tan minusculs que no els podriem observar graficament.

4.2. Triangle de Sierpinski

El polones Waclaw Sierpisnki va idear el triangle de Sierpinski el 1919. Partim
d’'un triangle equilater qualsevol, del que n’extraiem el triangle central, amb
vertexs al punt mitja dels tres costats de Sp. En el segon pas, apliquem el
mateix procés sobre cadascun dels tres triangles resultants; en el tercer, el

mateix sobre els nou triangles resultants, i aixi successivament.
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4.3. Desafiant la intuicio

El conjunt de Cantor esta format Unicament per punts. ¢ Té dimensié 0, encara
que siguin molts punts? | el triangle de Sierpinski? No és massa buit, per tenir 2
dimensions? Sembla evident que no ocupa tot el pla, pero... ¢quina area
omple? Com és el seu perimetre? Si ens fixem en una part del conjunt, ¢no ens
sembla veure el conjunt sencer? Totes aquestes preguntes —i moltes més-
poden sorgir espontaniament en contemplar els conjunts i, a priori, presenten
facil resposta. No obstant, una observacio rigorosa comenca a fer-nos dubtar.
En aquests conjunts, res és el que sembla. Qui els contempla com si fossin
objectes classics no els aprehén prou: li manquen eines per concebre’ls

plenament.

A continuacio, focalitzarem I'estudi d’ambdos conjunts en aspectes que ens
portaran a sospitar de la geometria tradicional. A partir dels dubtes plantejats
en aquest apartat i daltres que aniran apareixent, introduirem diverses
propietats associades als fractals. La percepcio dels matisos d’aquests objectes

millorara substancialment.
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5. Iteracié geomeétrica

L’accié de repetir un procés una vegada rere I'altra rep el nom d’iteracio. Tot i
gue existeixen iteracions relacionades amb funcions matematiques i algoritmes
informatics, en aquest apartat ens centrarem en les iteracions geometriques, ja

que donen lloc a fractals geomeétrics, principal objecte del nostre estudi.

La construccié de qualsevol fractal geometric parteix d’un patro inicial, sobre el
qual s’aplica una regla d’iteracio, operacio geometrica repetida infinitament.
Aquesta regla d’iteracio pot incloure rotacions, reduccions, extraccions,
reemplacaments i d’altres transformacions geometriques. Després d’haver
aplicat I'operacié pertinent, obtenim una nova figura, que esdevé el punt de
partida de la seguent iteracié, donant lloc a un procés que es repeteix de
manera infinita. A mesura que iterem, produim una sequéncia de figures

anomenada orbita.

L’interes cabdal d’'una iteracié geometrica és la figura a que tendeix una orbita
després d'infinites iteracions. Per conéixer-la, necessitem portar al limit la

successio d’elements de I'drbita. La figura resultant és I'auténtic fractal.

Aixi doncs, tenim una successié de figures cada
vegada més properes al fractal, que S’interpreta
com el limit de la successio. El limit és un concepte
abstracte, no podem arribar-hi, siné que I'hem
d’intuir observant el comportament dels elements

de la successié a mesura que s’'acosten a infinit.

El triangle de Sierpinski, per exemple, sera el limit
de la successio d’extraccions de tots els triangles
centrals que intervinguin en una o altra iteracio.
Com la representaci6 grafica d’un limit geometric és impossible, ja que sempre
podriem aplicar una nova iteracié sobre la figura considerada el limit, ens hem
d’acontentar amb la visualitzacié del seu estat després d'un elevat nhombre
d’iteracions. L'aspecte d’aquesta figura i el de l'auténtic limit —verdader fractal-
és gairebé calcat, perque les diferencies es redueixen a aspecte infinitesimals,

gue passen completament desapercebuts a simple vista.
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6. Autosemblanca

Qualsevol subtriangle del triangle de Sierpinski (figura 21) és calcat al conjunt
sencer. Si, per exemple, apliquem una homotécia * de rad 2 i centre el vértex
superior sobre el triangle encerclat amb vermell, obtenim el triangle de

Sierpinski sencer.
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7. La dimensio, el gran matis

En aquest capitol, treballarem la propietat més sorprenent dels fractals. Partint
d’'una nocio elemental de dimensié, la dimensié topologica, analitzarem els dos
conjunts que ens acompanyen des de l'inici. Valorarem els inconvenients que
representa estudiar-los des de la perspectiva classica i, tot seguit, tornarem a
analitzar-los, aleshores sota el punt de vista de la dimensié fractal, un concepte

més profund que ens acostara a la seva verdadera dimensid.

7.1. Dimensio topologica
El concepte de dimensid topologica és I'habitual en parlar de dimensié. Una

manera senzilla d’explicar-lo és segons els graus de llibertat:

- Un punt té zero graus de llibertat, perque no tolera desplagament en cap

direccié. Per tant, un punt té dimensio 0.

- El desplacament sobre un segment només pot ser en una direccio, ja sigui
en un sentit o en laltre. Per tant, com el segment ofereix un sol grau de

llibertat, té dimensio topologica 1. El mateix passa amb rectes i corbes.

- En el cas d’'un quadrat, a més de longitudinal, el desplacament també pot
ser transversal, ja sigui pel contorn de la figura o pel seu interior. Com
qualsevol altra direccié pot ser expressada com a composicié d’aquestes
dues direccions independents (horitzontal i vertical), tan sols considerem
dos graus de llibertat. Per tant, el quadrat i la resta d’objectes que ocupen

area tenen dimensié topologica 2.

- En el cas del cub, a les dues dimensions del quadrat (amplada i altura) cal
afegir-hi profunditat, un tercer grau de llibertat a traveés del qual també és

possible el desplagcament. Per tant, el cub té dimensio topoldgica 3.

La dimensio topologica del conjunt de Cantor és zero, ja que nhomeés esta format
per punts. Malgrat constar d’infinits punts, pero, no n’hi ha cap parell que quedi
unit i, en consequéncia, cap element del conjunt passa de la dimensio
topologica 0. Ara bé, és el mateix un punt que un conjunt d'infinits punts? La
dimensié topologica aixi ho afirma. No obstant, el conjunt de Cantor s’acosta
meés a un segment que a un punt aillat. Com veurem tot seguit, la dimensio

fractal reflecteix aquesta sensacio.
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Pel que fa al triangle de Sierpinski, el
desplacament és possible en tres direccions des
del vertex indicat. Amb quina dimensié es
correspon aquesta observacio? Si la dimensio
fos 1, el desplagament nomeés existiria en una
direcci6é, no pas en tres, mentre que, per tenir
dimensid 2, parlariem d'infinites direccions. En
quina dimensio I'encabim? El sistema tradicional
peca d’'imprecisio... Una sensacio semblant hem
experimentat amb el conjunt de Cantor: el seu aspecte, més complex que un
senzill navol de punts, reclama una dimensié superior a 0. Podem concloure,
doncs, que la dimensio topologica €s un concepte massa general per
comprendre les subtileses i matisos dels fractals, que esdevé insuficient per

concebre’ls amb plenitud.

7.2. Dimensio fractal

Els conjunts fractals son massa irregulars per ser descrits en termes
tradicionals. La dimensié topologica d’'un fractal ens dona una vaga idea de la
seva dimensio, pero ens amaga informacié. Un nombre enter no reflecteix els
matisos d’'un fractal que, com el triangle de Sierpinski, pot oscil-lar entre una
dimensio 1 i una dimensi6 2. La dimensio fractal €és una mesura més sensible a

les subtileses dels fractals.

Els fractals presenten una dimensio fractal estrictament superior a la seva
dimensio topologica. La definici6 de dimensio fractal que oferirem només és
aplicable a objectes que presentin autosemblanca perfecta, un concepte que
exigeix copies exactes del conjunt al seu interior, com ocorre en els fractals

geometrics.

L’exposarem a través dels mateixos exemples geometrics emprats per explicat
la dimensioé topologica —segment, quadrat i cub. A més, aprofitarem per
determinar si son objectes fractals, partint del requisit indispensable que han
d’acomplir tots els fractals: presentar una dimensio fractal superior a la seva

dimensio topologica.
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Tots tres objectes s6n autosemblants, és a dir, podem descompondre’ls en k
peces identiques. En el cas del segment, cadascuna de les peces mesurara 1/k
de la mida del segment original. Quan apliqguem una homotecia de factor m
sobre una d’aquestes peces, obtindrem el segment original. En aquest cas, k i

m tindran el mateix valor, ja que I’homotécia es realitza en una sola dimensié.

Subdividim un segment de la manera més
senzilla possible: en dues parts iguals. Cada part
amida 1/2 del segment original i, per tant,
necessitem 2 segments petits per recobrir el

segment original.

Si descomponem un quadrat en peces idéentiques de
costat 1/m de l'original, obtindrem m? peces, ja que m
és el nombre de costats de quadrats petits que
s’encabeixen en un costat del quadrat original, de
manera que, per omplir I'area inicial, caldra multiplicar
m - m, és a dir, m®. Si considerem quadrats de costat
1/2 respecte de l'original, ens caldran 2% = 4 quadrats
identics. Per aconseguir el quadrat original a partir d'una de les 4 peces, caldra

aplicar un factor d’augment m.

Per Gltim, un cub es pot descompondre en m® cubs idéntics de costat 1/m. Si
dividim un cub en cubs de costat 1/2 respecte de l'original, sorgeixen 23 =
cubs, que, mitjancant un factor d’ampliacié m,

ocuparien el volum del cub inicial (figura 25).

En els tres casos, el factor d’homotécia
necessari per convertir una de les peces en el
conjunt sencer seria 2, ja que una mesura
presa en el conjunt sencer val el doble que a la
peca (el costat de la peca, per exemple, és 1/2
del costat original tant al segment com al
quadrat i al cub).
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A continuacio, recollim en una taula de dades els dos aspectes reflectits en els
exemples anteriors: les peces idéntiques en que dividim els objectes i el factor

d’escala necessari per obtenir I'objecte inicial a partir d’'una sola peca.
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El triangle de Sierpinski consta de tres triangles autosemblants la mida dels
quals és 1/2 respecte del triangle original, tant en base com en altura. Si
ampliem un dels tres grans triangles que formen el triangle de Sierpinski amb
una homotécia de rad 2, obtindrem el conjunt sencer. El mateix plantejament

serveix en d’altres nivells iteratius:
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8. Sistemes-L

L’'objectiu d’aquest capitol és mostrar un procediment que permeti automatitzar

la generacio de fractals i definir les regles amb un alfabet especific i universal.

L'any 1968, I'hongarés Aristid Lindenmayer (1925-1989) va presentar un model
matematic d’interaccié cel-lular on utilitzava el que avui entenem per L-systems
(sistemes-L), denominacio atribuida en honor a la inicial del seu cognom.
També coneguts com a sistemes-L parametrics, els sistemes de Lindenmayer

sén una gramatica formal (conjunt de regles i simbols).

Com a bioleg, Lindenmayer va treballar amb llevat i va estudiar els patrons de
creixements de diversos tipus d’algues. Pretenia modelar com es genera un
filament cel-lular amb un ordre conegut de les seves cel-lules partint d’'una

cel-lula inicial. Va enfocar-ho en la bactéria Anabaena catenula, que constitueix

un sistema cel-lular amb dos estats diferents, A i B, i creix de la seguent forma:

A AB
AB AB BA
A BBA AB BA=/AB
A BEABAAB AB BABAAB BAABAB BA

Taula 3. Primeres subdivisions del procés de creiement de la bacteria Anabaena catenula.
FONT: http://matap.dmae.upm.es/cursofractales/capitulo2/frames.htm.

En el primer pas, la cel-lula A es divideix en una cél-lula en estat A i una cel-lula
en estat B. Aquesta transformacio I'expressem A — AB. El segon pas parteix
de les dues cél-lules obtingudes en el nivell anterior (AB) i dona lloc a quatre
cel-lules, AB BA. Observem que A ha realitzat la mateixa divisio (A — AB),
mentre que B es descompon en una cél-lula en estat B i una cél-lula en estat A,

de manera que B — BA.

Ja hem expressat les dues regles de substitucié que, juntament a la condicio
inicial o axioma (A), defineixen aquest sistema-L. A partir d’aqui, tots els passos
poden ser determinats amb relativa facilitat: senzillament hem de tenir en
compte que A es subdivideix en AB, mentre que B ho fa en BA. El resultat de

cada pas s’empra com a punt de partida per al pas seguent.
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A partir d’'aquest sistema, és possible descriure patrons de creixement de
plantes, colonies de bacteris, algues, etc. Els models de plantes son facils de
definir: a mesura que s’'incrementa el nivell de recursio, la forma creix lentament
i adquireix complexitat. El caracter recursiu * de I'estructura d’un sistema-L ens
porta a l'autosemblanca. Es per aixd que aquest procediment s'empra en la

produccio6 de formes fractals.

Un sistema-L queda definit com un conjunt G (v, ¢, 1, r), ON:

V és un conjunt de simbols que conté elements que poden ser reemplacats

(variables).
- C és el conjunt de simbols que conté elements que es mantenen constants.
- | és una cadena de variables que constitueix el conjunt inicial del sistema.

- R és el conjunt de regles que defineixen la forma de reemplacar les

variables.

En la construccioé d’'imatges, els simbols han de fer referéncia a elements d’'un
dibuix, que seran transformats per mitja d'un conjunt de regles aplicat
iterativament sobre un conjunt inicial (I) i la resta de figures obtingudes a partir

d’aquest, seguint el segiient esquema de funcionament:

L’axioma passa a ser la cadena d’entrada sobre la que s’apliquen les regles
d’iteracié, donant lloc a una cadena de sortida que, a la vegada, esdevé la

cadena d’entrada del pas segtient, i aixi successivament.

L’éxit i popularitat dels sistemes-L com a procediment emprat en la
representacio de fractals es deu a la seva relativa simplicitat. Els objectes
processats son simbols relacionats amb primitives geometriques i no pas amb
desenvolupaments numeérics, que sovint resulten més complicats de
comprendre. A més, els sistemes-L estalvien I'elaboracié d’'un programa per a
cada corba distinta, ja que ofereixen un mecanisme comu al procés de

construccio dels diferents fractals, partint d'un llenguatge unificat per a tots ells.

® Dit de les funcions definides per recurréncia, €s a dir, definint-se per a 1 i per a qualsevol valor
n superior a 1 (conegut segons els valors que pren la funcié en els termes previs). El valor de la
funcié per a n es pot saber a partir del valor que prenia en n-1, que, a la vegada, pot
determinar-se a partir d'n-2, i aixi successivament.
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Aixi, un simple codi format per simbols (variables, constants i una cadena
d’aquests com a conjunt inicial) i unes regles que els relacionen permet la
representacié directa de fractals, sense passar per la feixuga empresa de
programar una séerie d’accions, que comporta una notable despesa de temps, a
la vegada que ocasiona diversos maldecaps. El més efectiu és donar
instruccions a un programa com Fractint, que les interpretara geométricament i

les reproduira.

Un sistema-L dona una pauta de comportament a un programa capac¢ de
representar graficament diverses operacions geomeétriques. Aquestes
operacions son realitzades per una tortuga geometrica a l'estil de la del
llenguatge de programacio Logo. Aquesta tortuga no €s meés que un robot

informatic que obeeix el conjunt de comandaments programats.

Per tant, podem introduir senzills simbols al programa Fractint que, com porta
programades diverses operacions geometriques en llenguatge Logo, sera
capac de traduir-los a un resultat visual. A continuaci6, definim el llenguatge

comu que permet universalitzar la descripcié de fractals com a sistemes-L:

Taula 4. Principals simbols i la funcié que els correspon d’un sistema-L.

Amb aquest senzill conjunt de simbols podrem generar corbes fractals, tant les

presentades durant el capitol anterior com d’altres més complexes.
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9. Homotecia

L’homotecia és una transformacié geomeétrica que, partint d'un punt fix (centre
d’homotécia), multiplica totes les distancies per un mateix factor, de manera
gue a un punt A li correspon un punt A’ alineat amb A i el centre de ’homotécia.
Tots els punts pateixen una transformacio llevat del centre de I’homotécia, ja
que la distancia que el separa d’ell mateix és nul-la. El resultat d’aplicar una
homotecia sobre una figura plana és una figura de la mateixa forma, perd amb
menors o majors dimensions, en funcio del factor anomenat raé: quanr > 1, la

figura engrandeix, mentre que, en els casos on r < 1, empetiteix.

Seleccionem una tercera part del triangle de Sierpinski i hi apliquem una
homotecia de rad 2 i centre el vértex inferior del triangle, de manera que aquest
vertex es mantingui en la mateixa posicio i la resta de punts que conformen la

figura vegin duplicada la seva distancia respecte de C:
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Ill. PROGRAMES INFORMATICS
10. PhiMatrix

PhiMatrix és un programa informatic
d’analisi i disseny grafic basat en la
proporcié auria. El seu funcionament
consisteix en una quadricula que es
pot superposar als elements que

veiem a la pantalla del nostre

ordinador. Aquesta quadricula pot ser
modificada de diverses formes, pero
el més destacable €s que ens permet mostrar on es troba el punt fi d’'una recta i

crear diverses formes auries (rectangles, triangles, espirals, etc).

Tot i que el treball només tracta la naturalesa, aquest programa és de gran
utilitat per a dissenyadors, ja que estructura qualsevol element publicitari:

cartells, logos, ampolles de refrescos, etc... A http://www.phimatrix.com/,

podem trobar diverses proves de l'existéncia de la proporcié auria en moltes

obres de creacié humana. Aqui mostrem tres logos:
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Aixi doncs, el que vam fer per comprovar si al cos huma s’hi trobava la
proporcié auria va ser fotografiar els voluntaris, aplicar la quadricula de
PhiMatrix acuradament sobre les fotografies i observar si les parts del cos que
complien la proporcié auria encaixaven amb les linies de la quadricula. A

continuacio expliquem més detalladament el procediment:

Després d'obrir la imatge i executar el programa, ens apareix el seglient (per
defecte):
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11. Fractint

Existeixen diverses opcions de software que faciliten la generacio de fractals.
En aquest treball, optem pel programa Fractint, perqué, a més de ser de lliure
distribucio, és senzill i complet. Aquestes caracteristiques I'han convertit en el
programa preferit pels usuaris sense excessius coneixements de programacio.
Com conté una seérie d’instruccions relacionades amb transformacions
geometriques, l'usuari tan sols ha de plantejar-les en una formula, que el
programa executara d’acord amb alld preestablert. Per a la construccié de
sistemes-L, les instruccions son les indicades al comencament del capitol

anterior.

Aixi doncs, només necessitem introduir les variables, les constants, I'axioma i el
conjunt de regles perqueé el programa procedeixi a representar el sistema-L. Els
simbols es relacionen amb diferents operacions geometriques, que han estat
previament programades a través de qualsevol interpret del llenguatge Logo.

A banda d’estalviar la programacio de les operacions geomeétriques, el gran
avantatge de Fractint és que incorpora multitud de fractals preparats. Tot i que
depén de la versio que s’esculli, 'usuari sempre pot descarregar de la xarxa les
férmules generadores del fractal que li interessa. Qualsevol de nosaltres pot
crear el seu propi sistema-L. Tan sols necessita buscar I'arxiu on es troben les
férmules que generen la resta de sistemes-L i obrir-lo com a editor de text. Cal
saber, pero, que Fractint requereix el seglent format de presentacié (es troba

en angles):

Nom del fractal {
Angle n
Axiom X
X=XY
1

On n resulta de dividir 360° entre l'angle de gir de les constants que
caracteritzen el procés de construccio del fractal en questid. Aixi, si I'angle

desitja és 22,5° com en el cas de l'arbust, s’haura de posar 360/22,5 = 16.
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